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{1 


Раззисваше первыхэ, приближенных» велитинз корней алгебраисескихз5 уравненій. 


Однимъ изъ мемуаровъ Коши, представленнымъ 
Туринской Академи въ 183% году, началел! сбольшой 
рядъ чрезвычайно замъчательныхъ изелъдовањій въ Te- 
ори ръшенія уравненій. Эти изелъдованія , основан- 
ныя на особомъ, „вычисленіи индексовъ,Функцій,“ приз 
вели нетолько къ точному методу для опредъленія 
первыхь ;-приближенныхъ величинъ корней ‘мнимых 
но и дали общія начала, изъ которыхъ вытекаютъ, 
какъ частные случаи з; ‘извБетнъйііе способы, выдъле- 
нія :дЪйствительныхъ корней ; между тъмъ ‚прежде эти 
способы существовали въ видъ отдъльныхъ, : самоето- 
ятельныхъ теоремъ, имфющихъ между собою; очень. Ma~ 
ло взаимной зависимости. На это поелфднее, :обетоя» 
тельство›‹обращалъ /вниманіе :еще Лагранже ги! івыво- 
дилъ (Note: VIIy Везо]а. des véguat. Tumer: '8-те::6@1.) 
теоремы , употребительныя ‹/въ::его ‘время; изъ однихъ 
и тіхъ же аналитическихъ, истинъ. 

‚ Помощью результатовъ, достигаемыхъ вычисле- 
н1емъ индексовъ, разъискане первыхъ, приближенныхъ 
величинъ корней развиваетея въ строгую и посл$до- 
вательно-проводимую теорію. Мы постараемся по воз- 
можности выказать это въ нашемъ изложени. 


_ „Выгиоленіе интезральныхз ‘индексов: ‘или 
эдсцессовз функц. 
$1 
Е Н ж], : fe 
чеди Bb, рашональной функци Fa перем®нное қо» 


личеетво, x гизуънлетол, переходя :0тъ: вёличины д==л 
A0 величины х= Ж, то, пратнъкоторыхъ, дЪйствитель- 
НЫХЪ Значенілхъ: х=а, х=Ь,.., Промежуточныхль между 
И ый и удовлетворлющихъ Уравневио Рлх = 0, самая 


. 2 ТЕ 
Функція т. будетъ переходить черезъ безконечио-боль- 
т Є 

ВВ ; 


‚вое показываетъ сколько разъ 


Му 


(Теорїлвыдленїя корней.) 


үе 
| йїпзшонтО 149798 


шую величину от» отрицалельныхь значеній къ по- 
ложительнымъ и OTD положительныхь къ отрицатель: 
нымъ. Называя m и т два числа, изъ которыхъ nep- 
feon 
Fa переходить между 
предвлами хои Х отъ отрицательныхъ значенй къ 
положительнымъ черезъ безконечно+ большую ›величиву, 
а. второе; сколько :разъ. вь т®хъ же условіхъ 27 пе: 
реходитъ отъ положительныхъ значеній къ ‘отрицаз 
тельнымъ, разность т — п будетъ называться интег- 
а индексом (*) или эксцессожз (**) отношенія 
т 


— 


pa Между предълами xon Ж. Этотъ .экецессъ мы бу: 
дешъ ‘обозначать такъ: 071501311 зит npon 
а = ‹ 7. № H Кон oky 
afa 
Fz 
їо * 
и напишемъ равенство х р 
АЛ 
\ J E эта. | 
аз + . Ж= - t М 
1 Za | ло b 
Если мы положимъ здЪеь 15 = — © ИХ = со, тб 
56 ед j О НЕ 
J їе 
-d FE 
—%0 


$ я 
будетъ означать весь эксиессь отношенія г 
для простоты будемъ писать 


— ї (101 


и мы его 


‚= 


› (*) Это назван!е Коши. Бычисаёнїеинтёградьныхъ индек: 
совъ, первоначально выведенное имъ изь теоріи оп ед®денныхъ 
ийтеграловъ, изложено въ мемуар; представаенномъ урин. Акад. 
въ 1831 и напечатанномъ въ-1833 году ВпослЪдствіи въ Jour- 
nal de l'Ecole Polytechnighe“ 1837 bro вычибаеніе было имъ осно- 
BAHO на весьма простыхъ истинахъ. 

(**) Названіе  7/турма и ЧЕУзия ля: лот 
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ваояда 


н у 
# 


ЕЁ 
РАГЫ ( 
Изъ такого опред%ленія, даниаго эксцессу или интег- 
ральному индексу, мы можемъ пепоередетвенно. 3A- 


ключить: 
а) Если количество „з переходовъ отъ положитедь- 


ныхъ значёый къ отрицательнымь Функціи р. между 
предблами хо и Х равно пулю : ma 


КД 
Р 


è 


X БАЙ 
а 
п=0, w J E =m, 
20 


если же 


r i x Р 
> fli [г 
т=0,, EA D A 
To 
5) Когда знаменатель въ = ни для какой дЪйстви- 


тельной величины V между To и X не обращается въ 
нуль, или когда онъ дълитъ вацфло числителя, то 


р У - 
ty > 

J yz = 0. 

To 


en 


с) Экецессы отношевїй р п— № будутъ находить- 
ся ‘между собою въ слёдующей зависимости: 


‚ АИРИ. 
= ь 


Zo 


LER: ЖЕ? 


fz 


Fz) © sOn P 
d) Экецессы Функции T, взятые между предёлами хо 
и Х и между пред®лами Х и ху, дадутъ елъдующее 
равенство : О 


=: э} 
2 s 2 
Р жр x 


e) Если возьмемъ несколько промежуточныхъ значе- 
-ній между хо и Ж, именно: ла, 19,.....х,, состав- 
лающихъ рядъ к. ; 

T T R R A S 


=. 2те a 2, 20 
$ 2 o 
- лашъ - бы отношеше ый не мёнлло знака при одной изъ 


промежуточныхь величинъ. ` 
е 


Функціп fx и Fr могутъ обращаться въ нули 
приходной: и той же дЪйствительной „величин? = = а 
и 0тношеніс pron 

а t; 

Fx. 0 
какова тогда будетъ величина эксцесса между пред®- 


fa: 
Ға = 


т шу yapm рт 


лами а—8 и a- ô, въ которыхъ Ô величина Ypes- 
вычайно малая ? Чтобы пзсдЪдовать этотъ случай, по- 
ложимъ что Ех и fx имвють ти п корцей равныхъ 
а; они примутъ :видъ: 

Ех = (х —а)" Ё,х, Їх = (х —– а) fix. 
Пусть т — п равно яетному. 2%, или отрицательному 
— К. количеству, тогда. 6... 


fe (ое Ак (тайх, 
[хп (@—а).Ё,х (xa). F,r 7 Юүх 


| Изъ самаго опредъленія эксцесса вытекаетъ, что 


а+д 


= fa 2 ш si т J > (а)! fa х 
ace (ma) Fir 228 Ехо 
будутъ равны нуллмъ. Р 


Если же т — п равпо нечетному и положитель- 
ному количеству, отношеніе ; 


с 
Fx (ха) т" Ех 
а+д а+8 
| к да ус неја 5: 13... ад 
и Fz = (х—а)^ А. Fix 
а—д == 
-- 1 получится, когда а даетъ (+), 
1 
сэр одой окна у у 
ма дк. | аллы Ў 
Но очевидно, что [1 а= и а Рна= F”ja ER 
ри 4 изветныя положительпыя числа ; елёдетвенно 
| ий „06 
знакъ Faa тотъ же, что и рыу, 


Полученный выводъ останется! еправедливымъ, 
если возьмемъ вм%сто 4-5 и a+ Ò какїе нибудь пре- 
ABAH лишъ бы между ними не было другихъ корней 
кром% а. ; 

И`такъ мы пришли къ слфдующей теоремъ: если 
ункціи: Frou fx между предълами aÒ. и а--д nmb- 
ютъ ти п корней равныхъ а, то 

а+д | 


Уи 
a0 


при возрастании х отъ a—ô до а + 5 будетъ равенъ 
нулю, когда п—п есть четное или отрицательное KO- 
личество, и равенъ + 1, когда т—п нечетное и по- 
ложительное количество. Зпакъ при единиц (--) или 
(—) будетъ совпадать при :этомъ еъ знакомъ 

Ка 

ЕСЈа ` 
Въ вид catacreia этой общей теоремы выходитъ, 
что если ѓх=1, а Ех имфетъ одинъ корень равный а, 
те, M=, п=0, то 
ад 


ад 


єс» 
к т, 


52-6 


гдъ (+) должны соотв®тствовать, En 
или просто’ знаку F 


знаку выраженія 
х при х==а. f 


Полагая Ех в: ®. £ | 
д yx 
à ад а+@ | | 
J i gdes ыы Ч. 
а—$ pr а—$ Ж ; | 
лр 


Изъ знаковъ (+) надо выбирать тотъ, который будетъ 
принадлежать , | : 


т арх 
d (95) ы ух = — х 
ах s % аа (ух 1. 
или выраженио Ра | 
арх 
ах 
при х =a: 


$ (3) па и H . 
» ш 


73 Возьъмемъ: два. отношепія ER и миы въ которыхь 
7 (БАТЛ d пон ИНТИ TA „ТИРА ОТЕ 
ўти №, х не имћотъ общих» корней, и положимъ 
сумму ихъ равной 2. : 
pr ут. fa 


mat их 79 


Когда, менял зпакъ, 


\ 


у переходитъ черезъ =, то 
НЕ UDO Аа: Я п Фї 
подно ‘изъ бтнбшешй L> или" 

фах WPa x 
<> съ такою же самою перем®ною знака; отсюда ета- 
новится совершенно яснымъ, что 


должно переходить 


ТЕСТ (в о Сану дс. 
ЕЛ йты; To Fa T че == ў faa ag г.а" 


T. e., экоцессъ суммы Функц равенъ сумм экецес- 
совъ Функции. .. у нь, 


Очевидно, что 


о 


(Фупкція фт есть цълая и раціональная) 


га p= 0, сели ул, и gX съ одинаковыми sna- 
ками, 
p= 1, если фхо иметь отрицательное значе- 
нів, а ØX положительное, 
P= —1, если фхо имћетъ положительное значе- 
ве, а '$Х, отрицательное. 
Полагая фх = Ех. fah 005 АО, 
у X EA 
1 J 1 А 
=. ях а zT r x P: 


дъленія, 


Умножаемъ з на, (Fæ)? + (fx) это не будетъ 
имвть никакого вліянія на переходъ знаковъ, а CABA- 


ственно; и на экецессъ Функціи Tafet 


+ Ë peytte Үү 
в. ж)? -+ у? эм Е lz йк 
J TIE, J бо po = 2 № и РЕ 
To 2, и {Н Zò і 
а p 
== Ed N Ga 
S A A ро 
To To 
И такъ 
а Хю 


Зд%съ р=0, если pxo- и pX съ одинаковыми SHA- 
ками, а слЪдовательно (по ур. (а)) [хо, Ехо и fX, FX 
попарно еъ одинаковыми знаками, ‘т. е., пара хо, Ехо 
представляетъ леремљну или повтореніе знаковъ и 
пара fX, ИХ тоже. "ASE 
р=1, если ух имветъ знакъ (=) 5 a ож) или 
если [хо, Ехо съ разными знаками, т. €., представлютъ 
перемъну, а fX, FX съ одинаковыми знаками пред- 
ставляютъ повторене зйаковъ.` Ири этомъ nepe nna 
переходит5 в5 тповторенїе и теряется. 

== — 1, если fxo, Рхо предетавлютъ повтореніе, а 
ЇХ, ЕХ перемъну зпаковъ:перелљна выџгрываётіоя. (*) 


$ 4. 
Положимъ степень fx болъе степени Fx, то 
Г! эү уу ту ШҮҮ ии (с. АЙНУ? "Г ‚= Р 
‹ fe ы ‘т 92° ПАУ ‹ А at 
ES F, «тён нп 


гдъ Q, частное, есть тблая "Функція, a ў Остатовъ 


f, у 


(*) Теорема, заключающаяся въ формуль бұ 


= Р Е 
— , ~ f у РЕ! 2 
У Ау ча 
ж i Zo . 


— р ; 
ножеть быть доказана и боле прямымъ образамь, ПусЯь 
Е J” Я i Ж я 
22 | Ех ' 
чи Р шк, = == К, М-Ә 
2 РҮҮ Г - Р 711 


АЁ, 
k'. показываеть для отиошен!я z разность чиселъ переходовъ че. 


резъ 0 отъ отрицат. значеній къ положительнымъ и отъ положи- 
тельныхь къ отрицат. м.жду предЪлами Zo и Ж, а сл®д. пока - 


т = д ki 
зываетъ для q разность тЪхъ же чиселъ переходовъ черезъ нудь 


'Сумма k + К' будеть представалть разность количествь пе. 
ремфнъ отрицателвныхь значений въ иоложительныя и обратно 


при обращеши E въ 0: и. Такимътобразомъ` ясно Ы 
з k+k'=p 
н\р ‚ какъ это легко показать, шиеть найденное прежде дая Ho- 
го значеше, „ў 
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Ad ; Хх 2 
(0А) | Pr жон; s мп guage vragte Ха 11 -) дел 
о АТ онон о О 
и, } £ (0!!! k A ZI би врея ОтоявдЫ! Ги: ка 2, 3 | 3 
Е: gg VARYE CIME Би н. низ “| гд® р имветъ прежнее значенїе. 
J 0—0, тя Произведемъ дъйетвительное дъленіе Ех на fo 
| яро) К. называя частное Q}, а остатокъ, съ ж. са перем 
= 45 i К: S Зем 4 ненными на ри > fı T, 
какъ эксцессъ цфлой‘Функщи, ел®детвенио i Ех? g L 
> / 1 
X ы, &Х } = — ==; 
ИА | пе Ете уа 
Е 2, Эс а Fr ик J’ Q —5 J. paT 
T. е., экецессъ отъ отношенія, въ которомъ етемень 15 чм ЗҮ. ~“ 
числителя болфе степени знаменателя, можетъ быть | или А го m х У, 
всегда сведенъ. къ разъисканію эксцеева другаго OTHO- Fr ях 
шенія съ степенью числитёдя меньшей знаменателя. ak: пет J fe ‚ 
To 
ТЖЕ. $ 5. ирэ, 494 Означая 
| А х = 
Пуёть тенерь степень fe менвететенени (aium 2 У = Е, , Е, = — Е. 
отношеніи ў. 2 (мы это всегда можемъ предположить А 
на онза "предъидущаго параграа)у обозначимъ: оединяя это съ урави. (4)? 


E=E,4p...... (8 


в = ; 
ШЕТ, и Та : Fep [08 | Производягнадъ Ех и [х ‘операции’ общаго” наиболь- 
лүн spa Ёз б рро ато” шаго дълителя й мфняй во. всъхъ остаткахъ знаки на 
' я, датәндәт M aayon зо SNOL противные, найишемъ ‘рядъ уравнений : 
е $ k ; c 3а е 7 ке? r ИШГЕ: н Fa А ўз X Фи - ыа ы 
д Е = 0: — fx ы мч ч = Жы ы: ам, 510. Pm E- > = lm , фт ; (с) 
` $. & 28 0 г наї. Pno T = Q 3 #8 “Pn T Pait үг ' = 0 2 
PPT ый э aR ofaa e отоло ^\. аа ваш Али 


вх будетъ Функціею. или постояннынъ количествомъ , смотря поте, k а) аң Рғ 4 fx omaro .дълителя 
HAH н%тъ. 


„Называя эксцессы шй. 


іі то: т ; опат эп 910652 эж ойо» d 


фах Йе Ps X | ‘фах Pme _ Pn 2 Paat ‚ 
fana? фах яах ' ар" Ёл 7 Pata Pasi T. 1 22. 5 и: Я"—17 4 Ph х \ ч \, 3 Ж 
черезъ у Ё,, Ез, Es у... Ema › Bia > se tuar. Ё, уе Я 1 
получимъ на основанїи уравненїй и а): ` PERN pe ч 


Е= Е, +p, Е, = Ёз Ч ра\ Ёз Es Ка, г. Юн = Жау рул: Е, = E; э? E SEEYA 
TAB Ps Pa, Pos.» · - · Имфютъ значенія nonfarm i a =: 
©кладывая посл®диїл. уравненїлү = зо arn r. 
Кр to kek 22у а n ОА КЮ Е, \, 


э 


7 


Экецессъ кї еее: ‚=з равенъ му, потому Что ў«х дълитъ на цло ржи V. 


ы r 
Фи 


аны азе и оспа ВИО В ы CEBL Fpa 
Чуб: опредълат» эрүү D р-р. pappa ‚-нацишемъ два :рнда: еп Е" 
Е. ЕЁ ‘Ито, Пета. МА #т— 20, А її 9120р, 5320" 
К. НН Р сейн 5 Р и: A РЕБ ай Er 4 ы: | 2: ы А ы нь д, я КРАЖА Е $» X Я 7 
и раземотримъ чену равняется =наприм$ръ р: Оно. ovoupeapanerea | уравценісмъ si == 1. 
= +1 „= , 
‚ RAA ӨБ я а. и т ды а ГА \, == | \, 
mA Smog эсижащем стоёми сатАбслой ‚Зах. +. н 1 рк д 1 


Zo Pm V: Pm X 


Pi 


= 90 —— 


Здъсь ри = 0, если Pm Хо, Филя Tos И Pm Xy Phi X 
представляютъ попарно 'перём®ны или повторен1язна- 
ковъ ;, ая гусак АТ 
Рл = 1, ебли Pm о, Pmt Хо AANTD. перемфну p 
на y Pm А, Pmt повтореніе, знаковъ, 

Ри = 1, если ў, 20, ф„_1 хо даютъ повтореніе, _ 

Га ў, Ж, я, a Ж пёрёмвну `знаковъ. 
Тожё.самое можно сказать: :0:вефхъ: PaPa фрау i> 

Теперь очевидно, что, назвавъ :Ёр число neper 
м®нъ 1-го praga, которыя. обращаются въ повторенія 
для 2-го, и Р, число повтореній 1-го ряда, переходя- 
щихъ въ перемъны для 2-го, получим 


Е = У, 27 


Обозначая число перемънъ. 1-го ряда черезъ И а вто 
рого черезъ Va, будетъ 


Vo Р, = У, — Ра, или 
в. — VA 
Отстода вытекаетъ” общая: теорема : чтобы “найти 
‚ Ээкецессъ отношеня | 


з между предфлами хо и Х, надо 
надъ Функціями fx и Fx произвести операцію 06- 
maro наибольшаго дфлителя, перемъняя въ остаткахъ 
‚ Знаки на противные, и написать два ряда: 


Ио, {хе 7 $1 х0, Фо Хо Кө й Pa Хо, . < „(/) 
FX РХ Хра)... и, ... (9) 
сосчитать число И. перемнъ 1-го ряда и число Г» 
пеёремфнъ 2-го ‘ряда, тогда разность 
| Fim Га 
опред®литъ величину ‘искомаго’ экецесеа: 1:0 
Къ этой теоремв можно прибавить н®которыя` 
мЪчанія :' 1 гноя nesa": жыш. 
а) "Въ ‘операция :общато наибольшаго д®лителя при 
послёдовательныхъ д®ленїйхъ' ‘можно’ избфжать `дрбб- 
ныхъ частныхъ’,’умножая дълимыя величины на при- 
лично выбранныя положительнвія количебтва ; потому 
что’ 0тъ таго! знакъ ‘каждой величины’ изм®нитьея не 
можетъ, а въ этомъ заключается всё необходимое" 
b)i Можно ‘остановить ‘операцио“ общаго найббльшаго 
Аълителя “йа Остаткъ pr V ели онъ не им®етъ д®йет- 


за- 


вительныхъ корней между тредълами х) й Жу ибо | 


тогда, 


е) Если какая. ango- ush среднихъ Функцій рлдовъ (Р) | 


или (9) обращается ъъ нуль, напр. Pm Хо =0, то 
надо считать перемъны, не обращая на это никакого 
вниманзя, потому что ри pxo ==0 ‘смежныя съ нею’ 
ФУНКШИ Pm 20 и Ф„.1 Vo будуть съ. противными,, зна- 
ками. JBB же Функцім сряду напр? Фил Хо Мф, Xo, 
Обратиться въ нули, не могутъ; въ противномъ случаз 
изъ уравненій (с) видно: что ‘и fao ==0 „Ел == 0) 
чего, вообще говоря, быть не можетъ, ибо мы всегда 
MOKEME, выбрать предълы хо и X такими, чтобы они 
не были корнами уравненій. чы ==“. 


№ =0 и Рх=0. 


Теоріл выдфленя корней. : 
Е аре 
Пусть, даны два совмъстно-суцествующія, дЪйст- 


вительныя , относительно перемъиныхъ, хи „у. урав- 
нешя "иа = 
.. (1) 


Ихъ можно всегда выразить въ видъ кривыхъ, 
отнесенныхъ къ прямоугольнымъ осямъ координат. При 
этомъ они будутъ им%ть столько :удӧвлетворяющихъ 
имъ обоимъ или общихъ:паръ. корней, сколько будетъ 


P=F (00) 0, 40у) 0. 


| точекъ пересфченя для предетавляемыхъ ими кривыхъ. 


Точки касанія ‘разематриваютея зд®съ какъ точки крат- 
наго пересфченя. — Начертимъ какой.либо произвольный, 
замкнутый контуръ; въ немъ можетъ заключаться 
нзеколько ' такихъ точекъ перееёченя. Опредфлене 
этаго числа точекъ для даннаго контура составляетъ 
существенный вопросъ, “который, можетъ быть поло- 
женъ въ основан1е теорій выдвленя корней. 

Мы начнемъ его. изелфдованіе: съ самаго простъй- 
шаго случая, предположив , что внутри: цроизвольна- 
го контура 027, Функціи F(xy) и (ау), для разныхъ 
точекъ непрерывны и кривыя, выражаемыя ими, пред- 
ставляютея каждая въ видъ одной в®тви и пересъка- 
ются въ Одной только точкъ М. Такимъ образомъ 
вътвь кривой р пересъчетъ контуръ въчдвухъ'точкахъ 
А и В, а ъътвь кривой о въ C'H р. ая, 

Замытимь предварительно; что, означивъ ‘длину 
веего контура 027 и'з—длину различных дугъ, отёчи- 
тываемыхъ на нёмъ отъ какой либо постоянной точки O 
всегда въ одномъ направленіи, ‘мы, вообще говоря, мо- 
жемъ выражать’ координаты ху у, а елъдетвенно и 

15 и fis orb одного 


Е (59) ‚| (ху) въ видъ функцій! 
перём®нннаго количества $. ``“ 


Выразивъ такимъ образомъ отношеше Fep ВР 
ба 
вид р; > это послфднее будётъ получать извфетные 
знаки, когда ‘мы будемъ въ него подставлять величи- 
ны $ для разныхъ точекъ контура. Мфнять же знаки 
р можетъ только , переходя черезъ точки 4, В и 
1 
обращаясь при этомъ въ =>, или черезъ точки С, D, 
обращаясь въ нуль, при дугахъ $ ‚ еоотвфтетвующихъ 
этимъ точкамъ. | : , | в 
Если конёчная точка Z дуги, 07 = движетея 
по направленіію О4С у то при величин s, которую 
она получаєтъ , не доходя до A, бтношёце fet 6y- 


Eso 


к= Ж ш 


детъ им%ть изв5етный знакъ При переход® s черезъ .4 
количество Е переходитъ <> и м®няетъ знакъ на про- 
г 


Ра А $ 
тивный. Въ точкЪ С, обращаясь въ нуль, П.А воз- 
Р Кв 
вращается къ прежнему знаку, который въ В опять 
мЪнлетёя "на противный еъ переходомъ через с: 


При дальнъйшемъ движеніи отъ В до A дуги $ отно- 


menie Һа. не обращается болфе въ безконечно-боль- 
шую величину. ,. рн? 
-Meb сказаннаго, вытекаетъ, ‚что, взявъ эксцессъ 


е s " 
отъ р, относительно всего. контура, получимъ 7 


{ 
Б 
«ре И 
иди 72: 1 Шү, 
Т 1 { fi 1 g. TA ! | 
к т зу = к! э @ 


тт 'Изъ двухъ знаковъ (+) надо брать, какъ это вид- 
но изъ елъдетвія ‘теоремы $2, тотъ, который будетъ 
имЪть выражене, |‘ Miniman i ' 


ТИТ Л 
Фр: иби тй (8) 


для координатъ точекъ „Ч. или В. EÍ : 

Допустимъ теперь, что контуръ OZJ; всё болфе 
и. б0лъе умсньшаетсл, въ, размърахъ;. иначе, етягивает- 
ся. около. точки „Ми принимаетъ., Форму прямоуголь- 
нива ОРЕН, стороны, котораго параллельны, осямъ кот 
ординатъ. , Въ такомъ „случа? выраженіе, (3) .приметъ 
иной, видъ, для точекъ, лежащихъ на прамыхъ, состав: 
ляющихЪ, прямоугольникъ,, Для. какой. нибудь ‘точки 
N, лежащей на FG, считая $ отъ постоянной, точки 0, 
найдемъ 


$=С-у, 
гд С извфстная постоянная величина. 
У 
Н ПА {р 
X, 
M:N 


При ‘этому, значеніи $ 


эжиин 


онн ТЕГЕ ТЕЛЬ" е 
и а 


Называя х_абециесу точки №, а а— точки М, 
значен1е х—а положительное, а потому знакъ 


для точки М. 


| Г аў — | 
Ду аа йр ТОТ» Же, что и 9 ур ЕІ ; 


Положимъ теперь, что контуръ веё уменьшается 
и, дБлаясь. безконечіо-алымъ, достигаетъ своего. пре- 
дъла точки М; при этомъ-2—а, р, q обращаются въ 


аченія 27 р dp dq ` 
нули и истинныя значешя =. з ——— будутъ 2, 22 + 


`Велъдствіе этаго знакъ :выраженія (3) ‘будеть cobia- 


дать съ. зпакомъ 


аа dp 
йт, Шу сазда 


+ 


Для какихъ либо другихъ точки №, и лини ОН 


лего ‘показать тоже ‘самое. „Тутъ 
$ = С, чес» y 
dp ` dg dp dq 
и ча Рае (РЯ). 


Означая. x абецисеу, №, , ж — а величина отрицатель- 
ная сдЪлаетъ знакъ 


одинаковымъ съ зиакомъ (3). Полагал, какъ и прежде, 
что контуръ обращается въ безконечно малый, выра- 
жене го... 0237 È 

It р ух dn ide Ч 

2— dy z~a dy ау. -dz dy’  — 
Легко’ можно рабпроетранить сдъЛанные выводы на 
всякую точку, лежащую на прямыхъ ОЁ, HG. Преобра- 
зуя координаты V, у въ‘полярныя и принимая М за 
полюсъ, мы получимъ тожественный результатъ, ›до= 
пустивъ, что контуръ обращается въ KPY Nbre с. 

И такъ ‘вообще, если контуръ етягиваетбя до 
безконечно-малой величины около точки: М [и принима- 
етъ видъ ‚круга, или прямоугольника. , то. BHAR :выра= 
женя, (3) для каждой. точки контура, будетъ еовпадать 
съ зпакомъ м. дая, точки; М у елфдовательно. въ. Форму 
ah (2) надо, брать знакъ, соотвЪтетвующій, этому, зна- 
КУ оннго7д0зы 591 RITILPOLAHS Фибає LA S . " 

Но что будетъ, въ :томъ. случаь ,. если ш для ко- 
ординатъ а, $ точки М. обращается въ нуль и знакъ 
его, дБлается недпредъленнымъ ? 


Еи а ас =а, у= даётъ : 
и а aT = 0 при х=а, у=6 даетъ : 
47 4 
7". Ш> 
4) па" Пар . . ° ® * * О (а) 
£ i Uy dy у} И 


Взявъ дифференціалы отър=0 ;а=0 


ар ар VATTING д #@ үче e 
22 Ф, ду Чу 2:0. йк оу Чу = 0, 
| { 1 f Сї Ке . 
опредълимъ, изъ этихъ уравпеній: 22 . 
гы" ода а ы | Е. 
ау dy 


= 050 = 


По ур. (а) эти выраженія равны для. коордиватъ 
точки М; значить въ этой точкъ кривыя‘имфютъ’ об- 
щую ‘касательнутю” и сами касаются другъ ‘друга (*). 
И такъ предположеннде ‘въ, теоремъ пересъченіе кри- 
выхъ'въ одной TORS не! выполняется. Въ этомъ слу- 
чаъ. точки 4, В,С, D! расположатся” напримфръ, 


Rakb это показано на чертежъ; тогда А ‚ переходя 


черезъ 4 и В и дълаяеь безконечно-большимъ, перей- 


детъ pa3b отъ (—) къ (+), другой разъ отъ (+) къ (—), 
или наоборотъ и 


В) Предполагая непрерывность частныхъ производ - 
ныхъ отъ ри д внутри контура, выраженіе 
- dq dp 44 dp ` іг 
ах ау ^_ dy dz 
при х==а, y=b будетъ тоже равно нулю, если 
dq 


d d dp À 
Egam 0, пр 0050. (8) 
ар _ е ало аа а _ 

аз Озат б м = ‚ау = 0 . (6) 


для тьхъ же ROOPA. а и b. 


Уравненія (b) относятся, очевидно, къ случаю об- 
щихъ касательныхъ горизонтальной и перпендикуляр- 
ной къ оси Х-0въ, | 
ооз Уравненія (с), вообще говоря, показываютъ въ 
TOKE М: maximum или minimum функцій Ри q, из- 
мфняющихся по плоскости контура, особенную (sin- 
gulier) точку, или присутствїе равных корней. Здъсь 
опять условл теоремы не выполняются: мы не MO- 


жемъ уже сказать, что отношеніе Тү м®нлетъ  знакъ 


при переход черезъ точки переефчентя кривыхъ рид 
съ контуромъ (**) и что самыя кривыя перес®каются 


(*) Заъсь возможно соприкосновеніе высшаго порядка; pas- 
бирать „ЭТотъ случай считаю аишнимъ. 

(**) Какая ибо кривая, подобная p 2—0); дълитъ контуръ на 
ABB части, такъ что ру одной ‘изъ этихь частей р положительно, 
а Bb другои отрицательно. Въ случа® же màxim. или minim. для 


въ точк® М; каждая въ BHAE: одной ъЪтви. При этомъ 
Формула (2) несправедлива; это легко показать. 


Пусть напримъръ р=0 будетъ лемниеката, а 4=0 
эллипсъ; тогда очевидно изъ самаго рисунка 


1 
Ч = 
Ч т=0. 


Y 


1 ажар 


И такъ при существовани уравн. и = 0 въ 06- 

щемъ случа выходитъ, что кривыя пересекаются 
не въ одной точкв, или пересъкаютея не въ вид од- 
ной вЪтви каждая, или наконецъ Функціи р изу, пере- 
ходя черезъ точки переефченя (кривыхъ еъ коптуромъ, 
не мфняютъ знака; однимъ словомъ условія теоремы 
не выполняются. Если же u ‘не равно нулю, эти усло- 
вія: необходимо выполнены. 
‚о Изъ всего прежде сказаннаго вытекаетъ сафдую- 
mee заключеніе: если ‘ДВ жуньцін, pE (ху), q=f (ху), 
обращающіяся въ нуль для данной точки М, остаются 
для этой точки и смежныхъ съ нею непрерывными, 
равно какъ ихъ частныя производныя 1-го порядка и 
если кром% того, для той же точки М, и не обращается 
въ пуль, то всегда можно около этой точки провести 
такой контуръ, чтобы относительно его 


t 
но: 
5 


rgb Знакъ (+) соотвьтствуетъ знаку и для М, / osna- 
чаетъ длину контура, а 9 и р разематриваютея какъ 
функци перемъниаго S. 


wha 


=+4,. 


$ 2. 


Положимъ даны въ плоскости ЖХ Ү-ове два смежные 
контура ABDCA и ACFGA, имъоющіс общую часть 
АРС; если мы выбросимъ эту общую часть, то полу- 
чимъ Одинъ контуръ 4 BDCFGA. Означимъ экецессы 


функцій Аба относительно всего контура 4ВЮС А 


Fixy) 3 
черезъ Р, тай частей его ABDC и CfA 
черезъ Æ и С. Соотвътствующїя, величины для ROH- 
тура ACFGA и частей cro AfC и CFGA будутъ 
0, D, В. Эксцессы берутся Bb Тойъ предположени, 


точекъ кривой, по объ стороны этихь точекъ р имфеть одинако‹ | ЧТО ТОЧКа (х,у) весгда движется по контурамъ въ од- 


вые знаки. 


номъ и томъ же направлении. При этомъ будетъ 


— 100 — 


пар 14:4 Cph BD Л 
+0 


.11 роп g'i 
< 
= 

EARR? у 


дуст, 


кот 


| 


На основаніи Формулы 


х о 
Де ДИ 
ЧУН РИЕИ! алип ҮР е а Ра 
-ҳо` ТАНЯ га эң Та x І 
-нолучияъ ц г «иэнойкн ил! ЖЕЛ гїа йон | 
хо {тй но фы Пока ру шарт eo плох | 
1амэцезт- в омут а poid и SSABER атощнёю 9и 


учы изе лкы о Р. © wA 4: Вз „кӯл тма с | 


н та омирохоози 


а .4-{- В есть ничто иное, KARD. экецессъ тъункцій 
отвоёительно контура ИВОСЕбА. 


ТИВА 


Ру) 


ыы адаа ао Басады 5 раан | 
2 Шбозбдней, Tepe молио дать боле, широкое 
значеніе. Возьмемъ какой либо контуръ М и подраз 
дълимъ его но другіе, то, предполагая точку (х,у) 
движущеюся по контурамъ а б въ одномъ и томъ 
же направлевіи, экецесеъ относительно „4 всегда pa- 


венъ суммъ экецессовъ контуровъ составлающихь <L., 
\ $ B. F 


Допустимъ, что для кривыхъ: р = F (ху) = 0, 
q=f (ху) ==0 существутотъ Btb условія, выраженныя ВЪ 
теорем%, заканчивающей $ 1, еъ тою только разницею, 
что эти усломя относятся не къ одной, точкъ М, но 
къ пъеКольКимъ Точкамъ ‘пересфченя кривыхъ ввутри 
иройзвольнаго контура, Изъ числа этихЪ точекъ пусть 
‘будеть №, для ‘которыхъ и положительно и Ni, для 
*котбрыхъ га отрицательно FIBBY TARON) случаъ найдемъ 


оса ах 16 
BOA RRA танир ан finid 
=: р ҮС р 


8 и 
пото: Үл х 


25 дно “еч 


з: 


IRA 
0 k \\ газа 


"Около каждой изъ точекъ перееёченя кривыхь р и 9 


мы можем очертить, безконсчло-малый контуръ и пог | 


| 
| 
| 
| 
| 


AEAN 


`выражени 


‚ловинаэкецесса: относительно его. будетъ гравва +- 1 


‚| пли. емотря: по знаку и. Всё пространетво’ въ.тро- 


извольномъ контур; за веключенлемь занятаго конту- 


рами o безконечно-малыми „:раздълимъ · на’ части; такїйї, 


„чтобы. черезъ нихъ. проходила одна столько, изъғкри- 
выхъ ри 4, или ниодна изъ кривыхъ ; понятно ‚что 
для каждой изъ этихъ послЪднихъ частей, 


Мег 


Принимая при этомъ во вниманіе конечный Выводъ 
$ 2, справедливость теоремы , (*) заключающейся въ 


14 
1 9 8% 
aJ paN 


становится очевидною. 


Относительно послъдней теоремы можно замфтить, 
что если р ит цълыя Фуикщи отъ 2, у, то они, а равно 
и ихъ частныя производныя перваго порядка оетают- 
ся всегда непрерывными для конечныхъ вначеній =, у. 
При этомъ теорема, выражаемая Формулою 


== 0л. и 
— . n 


` 
` 


— №, 


ГА 
1 4 
zI з=м—м, 


будетъ существовать подъ однимъ _условтемъ, чтобы ш 
не обращалось въ нуль для ве®хъ корней общихъ COB- 
мЪъстнымъ уравненіямъ 


. —0 зин 
гоавпойп линь = hard == 0... һвлЁёкОп ги] 


i \ 
Если въ послъдней, теорем? число Т; точекъ, дая 
которыхъ и отрицательно, равно нулю, то 


Fa У 35 
М g 
HESS (РҮН í J, pE Meoz тд 


ky “у 
т. е., половина әкецесса отъ всёго контура равна числу 
заключающихся въ контур корней еовмфетныхъ урав- 
нений. и | ч: 
g § 4. 
- хат 


| Теоремы, выведенныя для распознаваніл присут- 
твій общихъ корней въ уравненяхь съ двумя nepe- 
м®нными, предполагают необходимость, для того’ Yro- 
бы можно было ими пользоваться, умёть выразить ри 9 
въ Bhab функцій отъ одного перемћпнаго 5 дуги KOH- 
тура. ‘Это удобно можно сдФлать въ двухъ случаяхъ: 
когда контуръ обращается въ кругъ или прлмоуголь- 
ник. аду аа 
Пусть’ нашь ‘контуръ будетъ кругъ, описанный 
радіусомь т ;лцентръ его опредфлястея. координатами 


= i 


х^ у 1 


ту r т Т? çi 


‚ (©) Коши въ мейуарЪ 1833 года далъ теорему для выдъ- 
ACHIA корнем уравненія , Cb, двума перемънаыии и, доқазывалъ ее 
геометрически въ ,,Сотріез, Rendus’? „(1557 3 З, Мал). Штурмъ и 
Јіувидль, показавъ неполную точность теорсмы Коши. , -замни-” 
зире приведенной sabeh, но бездоказательно (Comptes, Rendus, 18837. 
15 Мая). Въ Journal de сое, Polytechnique, 1927, Боши, доказыва- 
ет» эту послъднюю теорему и выводить: изъ, нед свою лрељиюю, 
но уже въ исправленномъ выражении. 


waone эма 
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а и 8. Полярныя координаты точки (x , у) круга бу- 
дуть гир: Е 


х=а 170605 , 
Полагая дугу круга. 


у=В +r sing. 


s=tg 5, 
1—* 2 
ха: 0, ушв ү... 


Подетавляя эти x и у въ р и q, они выразятея 

Bb Видъ Функцій отъ одного $, и экецеесъ отъ +. дая 
всего контура. будетъ 

{ 2л 


ЇЇ (у) __ а. fis 


Fay = оа 


о 


2лт 
5 = J W (s) , если 


Это выраженіе можно написать еще иначе: полагая 
$ = fa ^, 


TAB $: уголъ соотвфтетвующ дуг® $, 
лг 


2n 
Је Yan. 


Надо однакожъ 3AMETHTE, что хотя и возможно всегда 
при круговомъ контур выразить X; у Функціями одно- 


го перемннаго количества, но. Вычислев1е эксцесса TA- 
кимъ путемъ мене удобно, чъмъ въ томъ случа%, 
когда контуръ обращается въ прямоугольникъ, котораго 
стороны параллельны осямъ координатъ. 

Пусть уравненје этихъ сторонъ 


2 == 10, =X, уу, у=У, 


при чемъ ху ИР 
t t 
экецессъ J а 293 gm 


о о 


относительно всего прямоугольнаго контура долженъ 
быть равенъ сумм} экецеесовъ, веятыхь отъ каждой 
стороны прямоугольника отдЪльно. 


Для стороны у = у отношене к 
£ Yo А 
въ ре Функцію одного перемфинаго х. Экеңессъ 
©. 
araro поел^двяго выражения для лини у == Yo , Взятый 
по всей длин ея, т. è, отъ 2 = хо до х= X, будетъ 
а 


T Е (у) 


Вау.) ` 
2, 


Совершенно подобныя ‘выраженйя найдемъ для прочихъ 
сторонъ прямоугольника и получимъ: 


обращаетея 


{ ра y” 9 Yo 
@.а__ f (ту) f (Xy) КҮ) [(ж„ у) 
% = mot) му Рр Жай" 
4 20 Yo и 
Помощью Формулы ч. 
A fz А fe 
J йр = — J Fr 3 
r xX 


о 


послъднее равенство можно представить въ такомъ вид: 


l Хх "а 
Ф Yo) 
J ATR J F (zya) 


$5. 


Заключенія, д0 которыхъ мы достигли, относи- 
тельно выд%ъленіл корней уравненій съ двумя перемфн- 
ными, по самому еодержанію своему и по тъмъ усло- 
віямъ, при которыхъ они существуютъ, им®ютъ весьма 
мало практическаго значенія для дъйствительнаго вы- 
численія корней. Теоретическое ихъ значеніе TMb 
не менфе однакожъ остается очень важнымъ въ томъ 
смысл, что на нихъ можетъ быть основана вел теорія 
выд%ъленія корней въ уравненіяхъ съ одною перемённою, 
которая будетъ находитьея къ нимъ въ отношеніяхъ 


az 2 у“ 
Е(х-Ь уу) ЕР Haa Е. 


и непосредственно распадется на два съ двумя népé- 
мЪнными: 


0= ЕЁ х= кө у. рид. ете 0 
р УИ ғ 
Рау Е — 33 Е хз 


TG 


FYx—.... =0. 


xX 
f(2Y) 
а i Кей + / 
2, y 


(4) | теоремы. 


$ Y 
гоу Y Рб, | 
Р(Х) (жу) ` 


о ° 


частиаго вопроса къ общему. і 
Въ самомъ abat, разематривая въ уравнении съ 
одною перемънною 
Е = 0 


мнимые корни, какъ состоящіе изъ двухъ искомыхъ Be- 
личинъ, неизвфетной дъйствительной и веизвфетной мни- 
мой, мы полагаемъ 

:=х угл, 
отчего уравненіе F z= 0 напишетея : 


„АЗН Е 5 
+ Их — Урок Мрия ... ) =0 


Такимъ образомъ разъисканіс мнимыхъ корней урав- 
ненія съ однимъ перемъннымъ сводится къ двумъ 
уравненіямъ еъ двумя перемънными, къ которымъ пря- 
мо могутъ быть примънены изложенныя передъ этимъ 
Посмотримъ прежде всего, каково будетъ 


15 


„== аА 
А == ш пу 7 ду а. 
для ур. (4). ipy 
40 у? Yay 
P Рх р ЕРЕ n a 
40 _ у у 
5 = yF фо. è . 
dP ч Я. 5 
аР ура у Рух — я заданы 
i dP __ з, y? 111 у^ 
ду Аст ВЕ ими 
Сравнивая написанвыя выраженія, находимъ: 
40 ._ ар #0 dP 
da Мут uriy m атро" 


елъдовательно.  будетъ 
“= (@) + @)=@)+@)=@) + @) 0 
И такъ, вообще говоря, м величина всегда поло- 


жительная, слъдовательно въ нашемъ случа къ уравн. 
(4) прилагается теорема, выраженная Формулою 


4 
1 Ф аъ 
Му) 
Q 


т. е., половина экецесса 01ъ Р 


го контура равна числу точекъ персс®ченїй кривыхъ 
(4) въ этомъ контуръ и каждая такая точка соотвёт- 
ствуетъ мнимому корно. 

Если контуръ принимаетъ видъ прямоугольника, 
образованного 4 линіями 


х=х, х= ЖХ, у= уо, у= Ү, 
то выражеше (5) напишетея 


относительно извЪстна- 


xX X Y F 
Q Q Q Q 
1 У Y xX x 
78-7 td PISNO 
To Yo 20 А Уо -= Yo Zo 
здъеь Qy, показываетъ что въ @ BMECTO у подетавле- 
но уо; їирочїя еимводическїя величины имфютъ подоб- 
пое же значеніе. 
По Формул% (6) мы всегда найдемъ число мнимыхъ 
корней, заключающихся въ данномъ прямоугольномъ 
контур®, ‘для’ которыхъ дъйствительныя чаети завлю- 
чаютея между предълами хо и Ж, а коеффиціенты BO- 
ображаемыхъ частей между Yo и 
Необходимо замЪтить при этомъ, что отдъленіе 
мнимыхъ корней при помощи (6) Формулы будетъ произ- 
водиться тъмъ же процесеомъ, какъ и выдъленіе дФйст- 
вительныхъ по теоремв Штурма, съ тою только раз- 
ницею, что емотря по виду прямоугольнаго контура, 
придётся самый процессъ повторять 2, 3 или 4 раза. 
Значитъ можно сказать, что теорема Коши для MHH- 


БУ aoz { 8 


А «я | { 

ү? „Результатъ этотъ легко было предвидъть, ибо здфсь 
функція должна быть моногеническою (топодёпе), и получить пря- 
мымь дифференцированемь P(e +y +5) = Qt Русі. 

(**) 'Гебрема Коши: нс ч 


102 


мыхъ корней въ 2, 3, 4 раза затруднительн%е въ при- 
м%неніп теоремы Штурма. Вообще эти двъ теоремы 
совершенно аналогичны относительно недостатковъ · 
своихъ въ практическомъ вычиеленін; напримъръ, та 
и другая требуютъ огромной механической работы, 


| прилагаясь къ уравненіямъ сколько нибудь высокой 


| 


степени. 

Формула (5) найдена въ предположени, что ш 
всегда положительно, и не можетъ быть примъняема, 
если и = 0 . Этотъ послъдній случай влечетъ за CO- 
бою 

10 
7] 
уравненія, смыслъ которыхъ мы раземотръли еще прежде. 
Существованіе этихъ уравненій обусловливаетъ 


Е(х 4 у v) = Е' == 


и указываетъ на присутствіе равныхъ корней въ урав- 
неніи. 


==‹0 


=0, 


Fz=0. 


Изъ этаго мы видимъ, что, когда урав. F = = 0 
не заклочаетъ равныхъ корней, всегда можно выдълить 
въ немъ мнимые корни и найти приближенныя вели- 
чины для количеетвъ X, у этихъ корней, отъ которыхъ 
легко перейти къ точвымъ величинамъ х, Y извъстны- 
ми епоеобами приближенія, напримъръ линейнымъ при- 
ближеніемъ, распространеннымъ на уравневія съ двумя 
неизвестными. 


$ 6. 

Штурмъ и Ліувилль (*) показали, что теорема, 
выражаюшаяся Формулами (5) или (6) для мнимыхъ -кор- 
ней, справедлива и въ томъ случаъ, когда уравненіе 
Fz = 0 им%етъ равные корни. Въ нашемъ предъиду- 
щемъ выводъ мы не достигли такой общности резуль- 


тата, потому что онъ вышелъ изъ теоремы, по само- 
му существу своему недопускающей равныхъ корней. 


Мы приведемъ здъеь доказательство Штурма. 


Въ уравненіи Р 2229 
полагаемъ = Уи; Я 
тогда "KAVS 4 Ру 05. 


Отеюда. непосредственно 
Р = 0 , 0 = 0 2 (7) 


Ри 0, какъ хувкцш двухъ.перемънныхъ X, у, могутъ 
быть всегда выражаемы въ видъ двухъ кривыхъ, отне- 
сенныхъ къ прямоугольнымъ осямъ Сколько эти кри- 
выя будутъ имфть точекъ пересфченя, столько общихъ 
корней будутъ имфть уравненія (7) и столько же кор- 
ней будетъ имфть уравненіе, F 5 =0. 
`Пуеть координаты точекъ персе5чен1їл 
4,24, 4.,.... ьривыхъ Р=—0 ,.0 = 0 будутъ 


(а, В), (ау DD (аз, ба), ..... 


Штурмь и Ліувилаь въ „Journal е Mathématiquestt-Jliy- 
вилля (1836, Aout) дали ифсколько очень простыхъ доказатеаьствъ 
теоремы Коши, заключающейся въ формулахъ (5) и (6). 


(* 


то корни F z=0 напишутся: В 
а+ьи1 , a+bıv i , aga} bavi ,.... 
и Р(х уу) приметъ видъ: 
Е(х--у/—1)={х—а--(у—Ь)у/—1} {х—а,-Е(у—Ъ,)/—1}...=0 
Между координатами (a , Б) ‚(а,,Ы),.... или ROP- 


нями а Би, а, -- У ,.... могуть быть и 
равные 
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Начертимъ произвольный контуръ, положимъ въ 


немъ заключается M точекъ пересъченіл крпвыхъ 
Р=0 , 0=0 и переведемъ х а, x-a, . 
въ полярныя координаты: 


.. y—b r Y— bair.. 


х—а@=т COS p; LA =T; COS р, V~ AET g COS ру. г: 


у—6==г sin р, у—Фн==га $ ра, Yy—ba=Ts ЯП... = 


F (хуи) = Q0 4 Ру—1 =r. го. та... . (соз p+sin p И—1) (cos pitsin р, 1) (соз pat sin pav Ii) orei +. 
. =r. Га. та.... (608 (PHPH Pat <» e ) + Я (рър, pit =. <)a} =0 


=r. Ti. To. 


‚ cos (p ре ра...) à 


Pfi Та. Те... 


- sin (p + pi tpit...) 


$ = сов (р+т-+ю-+—+.....) 


Положимъ теперь точка (x, у) или М начинаетъ 
двигаться по контуру, совершая свое движеніе всегда 
въ одну и туже сторону. При этомъ, ‘когда точка М 
едълаетъ полпый оборотъ и возвратится въ первона- 
чальное положеше, для каждой точки: A, Ча, 242+ * • › 
лежащей внутри контура, уголъ р или р; или рә и Т. Д. 
обратится въ р + 2л, р+?л, р„-+{-2л,...., 
а для точки „4, пересъченія кривыхъ BHB контура уголъ 
Р« Возвратитея къ прежней величинъ. И такъ сумма 


р+р + ра + . . - р, +... = обратитея въ 
p+ pi + рз + ы, T ЙЕ «Ата + 2тл = е + 2тл _] 
если М совершитъ свой путь по всему контуру. 


Х 


Что же будетъ въ это время съ отношеніемъ 


6015. (P Epi + ре. Бр...) ? 


Со. (P+ pr р-р...) будетъ переходить Ye- 
резъ сз OTB отрицательныхъ значенй къ положитель- 
нымъ веякій разъ, когда p-H ра + pot =+- < перей- 
детъ, увеличиваясь, черезъ величину пл, въ которой 

НАЯ {ча {ыд 
+ „Напротивъ того (015. перейдетъ отъ положитель- 
Ваго значешя къ отрицательному при переходъ черезъ 


туже величину пл суммы р - ра + Ра + э БОЛДА 
она уменьшается. 


с, ее 


Положивъ а = 8-- л; гдъ В < л, Beb углы пл, | 


заключающееся между В + дт n 8 + (9 + 2) я, no- 
лучимъ, придавая п значення: 


ўч 151 аро, # үе — 
Веъхъ этихъ угловъ будетъ lm . 
Очевидно теперь, что, ‘когда точка М, передвига- 


ACh, обойдетъ весь контуръ и сумма р-р: + ра +... 
изъ а обратитея въ а +- тл, 


р == otg. (0+. ра...) 


перейдетъ черезъ <> 2m pa3b onbe отъ отрицатель- 
ныхъ ізначеній къ положительнымъ, ч®мъ отъ положи- 
тельныхъ къ отрицательнымъ, потому что если бы CYM- 


ма р ЯН Part Ра + e» --. получила нъкоторыя изъ зна- 
чешй пл не завлючающияея въ ряду; 


(9+ 1) т, (9-2) л,....,... (9 2т) л, 


то перешла бы черезъ нихъ столько же разъ увеличи- 
валеь сколько. уменьшанеь, при чемъ. COtg. (PHP Pas.) 
перешелъ бы столько же разъ отъ положительныхъ зна- 
ченій къ отрицательнымъ сколько и наоборотъ. 
1 такъ если уравненіе какой либо п-ой степени 
Е z=F (x 4 уу) =0О- Ри 0 
имфетъ т корней: а - ВУ, а: У ,.... Mex- 
ду которыми. могутъ быть и равные, и величины (а, 6), 
(ал, 61),.....для этихъ корней опредъляютъ какъ KO- 
ординаты M точекъ, лежащихъ внутри произвольно Ha- 
черченнаго контура длины l, то половина экецесса OT- 


. 9-2т. 


| носительно всего контура Функцїи © будетъ равна эл. 


в ртс 
о 
Это теорема Коши, только распространенная на равные 
корни; Формулу, её выражающую, можно: представить 
нъеколько иначе, 
l 


ГА 
pi 
J S -+ J. pz p =0 s 
р 34BCb равно нулю, потому что при пред%лахъ O и / 
Функція © ‘Охраняетъ одинъ и ‘тотъ же SHARD, 


Соединяя поелфднее равенетво съ предъидущимъ, ‘най- 
демъ 


(8) 
15, 
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$ 7. 


Мы знаемъ, что всякій мнимый корень Q- 6 У—Я 
перейдетъ въ дъйетвительный , если b= 0, или иначе, 
дъйствительный корень можетъ быть разематриваемъ, 
вакъ частный случай мнимаго. Это дълаетъ яспымт, 
что изъ теоремы выд%леніл мнимыхъ корней, выража- 
емой Формулою (8) дла произвольнаго контура, можно 
вывести совершенно подобную же теорему для дЪйстви- 
тельныхъ корней. 

Въ еамомъ abab станемъ искать число мнимыхъ 
корней: ари а: 601,5 45 ).042. 
уравненіл Род 
которыхъ дЪйствительныя части а, а, . . . заклоча- 
ются между хо и X, а коеФФиціенты мнимыхъ частей: 
b, 0, ,.... между — Ay и -Н 4у, гдъ Ду такъ ma- 
ло, какъ это угодно, или, иначе говоря, станемъ искать 


корни, заключающісся въ прямоугольномъ контур, 0- 
предъляемомъ линіями: 


х= 00, х= Ж, у=— Чу, у= + Iy. 
Понятно, что при этихъ условіяхъ въ корняхъ: 
а +601: 4-01... 
величины b, b, . ... нули и самые корни будутъ 
дъйствительные: | 
а, а, 6`..0-. 0 9. е 
Принимая, что Формула 
[А 
а 
2 0 
относится къ прямоугольнику, она для настоящаго CAY- 
чая, подобно Формулъ (6), напишется: 


— т 


Х р Хр + 247 р Ау. р 
—4 +4 X 2а 
6 на A EAN ge рет ao 
” z, 4 — Ay г + Чу Лу У Ф Му То 
Р=у Е*х Ра Рух — 09.6 
Q= Ех Frp Кс. 
5 х 53% 0—69. „ЧУ 
ч A ч ы = а 
Р_ д, при Ду такъ маломъ, какъ угодно; будетъ РР Pe т РЕЯ 


просто — dy Fx. 
0 д, при тЬхъ же условіяхъ будетъ равно Ех 


Ху Е“ > 7" Ду Е*х 
о e #5 


= / Ех парру 
Yo 

AY количество постоянное и никакого влїянїя Ha экс- 

цессъ имъть не можетъ, потому 


г нь, Е у рі: 
=; `. Ду у Ех 
Точно также 
Руми _ g К'х 
i Ж ду _ "9 х 
Эксцессы 
+ ду Рх + Чу P, 
Фяонтуртенй 72 
— Iy — 2у о 


равны нулю, потому что между предълами — Му и +27 
Функцін Q, и Ох корней не имъютъ и отношеніл 


Рұ 
Ох.’ 


перейти черезъ © не могутъ. 
И такъ формула (9) даетъ 
| 


Е. 


FF — m 


2. 
Формула эта выражаетъ слфдующую теорему: число 
дъйствительныхъ корней какого либо уравненія 


ЕЕ! җа 
заключающихея между предълами хо и Ж, равно 
11 
экецессу отношенія -p , взятому между тми же пре- 


дЪлами (*). По теоремъ мнимыхъ корней выходитъ, что 
сели въ прямоугольник, опредфляемомъ лнніями : 


TET , х= Х, у= у, у =Y 


существуетъ одна точка, сооотвътствующая N равнымъ 
мнимымъ корнямъ, то половина эксцесса отношенїя 


p ля прямоугольника равна п. Казалось бы что вы- 
раженіе (10), какъ частный случай (6), должно им%ть 
подобный же смыелъ, т. €., экецессъ функщи 


2 
Тт Между 


предфлами хо и X долженъ бы быть равенъ N, если 
между тъми же предълами уравнене Кх = 0 имъетъ 
п равныхъ корней. Сдълавъ такое заключен! мы 
однакожъ впали-бы въ ошибку. Припомнимъ себъ reo- 
рему, найденную въ $ 2 вычислевія экецессовъ, для 
дЪиствительныхъ корней; она намъ укажетъ на совер- 


(*) Теорема эта доказывалась обыкновенно отдъльно и са- 
мостоятельно; предлагаемый здЪсь выводъ ел, какъ частнаго слу. 
чая теоремы мнимыхъ корней, имфеть ту выгодную сторону, что 
длеть возможность съ большою послфдовательностью и связью 
развить теорію выд%ленія корней уравнений съ однимъ перемЪн- 
нымъ. Это же, должно быть, имфль въ виду и Муаньо, говоря 
въ „Journal de- Mathématiques” Ліувилля (р. 94 1840, Mapt») въ 
стать о выдфлен!и корней помощью начала эксцессовъ: се théo- 
гёше (для мним. корн.) renferme comme- cas particulier, toutes-les 
propositions sur le nombre des racines réelles des equations algėbriques, 


күй A i dans une autre circonstance entrer à се suget dans quelques 
ils. 
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шенно противное. По теорем этой, если между npe- 
дълами хо и Х для fx сущеетвуетъ п, а для Их 
M дъйствительныхъ равныхъ корней и если притомъ 
71—п число положительное и нечетное, то 


Ре 
ҸЕ 
ый. > жес 
2. 


Для теоремы (10) ѓх=Е'х, слфдовательно л==т—1, 
т — п = 1, количеству нечетному и положительному, 
потому сколько бы для Fx, между предълами хо и X, 
не существовало равныхъ корней, экецесеъ, отъискивае- 
мый по (10), всегда равенъ единиц для этихъ равныхъ 
корней. И такъ значеніе выраженія (10) можно теперь 
формулировать. точнъе прежняго; Чиело. дъйствитель- 
ныхъ и неравных корней уравненія Їх = 0 между 

~ 1 
предълами хо и X равно экецессу отношенія 29 между 
TMu же предЂлами. 

Теорема $ 2 къ экецессамъ, вычиеляемымъ по Фор- 
муламъ (6) или (9), приложенія не имћетъ : возьмемъ 
напр. уравненіе j 

(ш—1)%==0, 


имфющее 3. корня равныхъ единицђ, и станемъ выд$- 


лять эти корни по Формул% (9), принимая ихъ за 3 pas- 
жые, мнимые вида: 


1-9 и—1, 1-01, 1-0, 
то получимъ, половина эксцесса == 3. 

Далфе уяснять разность Формулъ (9) и (10) считаю 
излишнимъ. 

Развивая теорію выд®ленїя дЪйствительныхъ кор- 
ней независимо отъ мнимыхъ, мы могли бы легко отъие- 
кать теорему (10), не какъ частный елучай (9), но со- 
вершенно отд%льнымъ путемъ, показавъ, что для кор- 
ня а, равнаго или неравнаго, уравненія 


Ех = 0 
отношен1е 


1 ‚ти 1 жаа 
Ех _ Р(а- а) Еа: F АЕ ОЛЕ ПИРОТ 


гї афа 


, 


Fap i Ра > Pha parin. 


переходя при х=а черезъ <>, получастъ екецессъ рав- 
ный. сдиниц8 съ возрастаніемъ х отъ а — і до а -|- 1, 


$8. 


Теорема (10) въ выдълени дЪйствительныхъ KOP- 
ней основная ; она можетъ служить исходною точкою 
для вывода важиъйшихъ, извъетныхъ теоремъ , даю- 
щихъ первую, приближениую величину корня. Соеди- 
няя се съ правиломъ $ 5 вычисленіл эксцессовъ или 
интегральныхъ индексовъ, непосредетвенно получаемъ 
теорему Штурма. 

Въ самамъ АЪлЪ число корней между предълами 
vo и X уравненіх 


равно Ро 


xX 
Ы vi Е’ 
Для отъисканія величины ух Мы производимъ 
| 8: 
операцію общаго наибольшаго дълителя между Fx и 
F'x и, означая послъдовательные остатки съ противными 
знаками Их, Е, х,......Р, х, получаемъ подетановкою 
хо и X два ряда: 5 
Жоли Am „Боов айе» anion. er Га; 
ЕХ..ЕХ, Ех EEA yam «ЗАРА 


Сосчитавъ число перемфнъ верхняго рада и число пе- 
ремънъ нижняго, разность дастъ величину эксцесса 


К! 
т 
А, 
To 


и слёдовательно число корней уравненія 
Ех=50 
между пред®лами ху и X. 

Пользуясь замфчанйями (а), (b), (с) $ 5-го, отно- 
сящимися къ производству операціи общаго наиболь- 
шаго дфлителя и счёту перемънъ, мы приходимъ къ 
тъмъ облегченіямъ въ практическомъ вычисленін, на 


которыя указаль Штурмъ въ своей теоремъ для из- 
в5етныхъ случаевъ. 


$9. 


Полагая для Fx т корней между хо и X, им%- 
емъ 


, 


xX 
J ®“=т; 
por 
20 
если BC эти корни равны а, 


«0. анде, 
: Ed 2 
к= =, 
20 а— 0 


rab б какое либо малое количество. 

4 Послъднее равенство показываетъ, что отношене 
I% 

Fa “°“4У пред®лами a— Ò и а--8 переходитъ при 


х==@ Черезъ со отъ отрицательнаго значенія къ по- 
ложительному, елфдовательно F' (а—д) , Е (а—5) aoa- 
жны давать перем%ну, а У" (4-4-0), F (а--д) повторе- 
nie знаковъ, или иначе, до перехода черезъ корень, 
Функц начальная и производная съ противными, а 
посл. перехода, — съ одинаковыми знакаки. Тоже ca- 
мое будетъ, если т = 1 и между а—5 иа-Н д заклю- 
чаетея одинъ только корень а для Fa. Изъ araro Ha- 
чала ссичаеь же получаетея теорема Ролля, к 
Пусть а и два дъйетвительные корня уравнения 


Рх==0 


кром® того а <b и между ними н®тъ никакихъ дру- 
гихъ корней. Въ такомъ случав 


Е(а4- д) и Е (а + д) съ одинаковыми знаками, 
F (6—5 и Е (b — д) съ разными. 
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Между а и нётъ корней и 
Р(а-8), Е (Ь — 8) будутъ тоже съ одинаковыми, 
а слЪдственно 
Е(а4 8), Е (Ь— 8) съ разными знаками. ' | 
Отсюда видно, что F'x имфетъ между а--8 и 2—0, 
или между а и b покрайней мъръ одинъ дъйетвитель- 


ный корень, 
Теорема Ролля легко доказывается и другимъ путемъ. 


ЖЕР. ЖИ X „2 
№ 2 
J get Фо у== p 
To to 

или 


Éy \ Кл, 
x А x 
20 20 


Допуская для уравнешя Fr = 0 существованіе д 
дъйствительныхъ корней между пред®лами хо и 


X 
{у siny 
Баа. Фай 
х Parogo” | 

J Fr 
— Ур НИБогда не можетъ превзойти числа (3, 

To ы Ех 
показывающаго сколько разъ жї переходитъ ©, или 


числа корней Е’х между предълами Vo и X, caoga- 
тельно 


а= atp. 


Навбольшая, возможная величина для р единица, 
потому : 


2+1, 


т. e., число корней уравненія Ех == 0 между пред®ла- 
ми Хо и Ж никогда не превзойдетъ болфе чЪмъ еди- 
ницею число корней Е'х == 0 между тъми же пред$- 
лами. Это опять теорема Ролля. Изъ нея непосред- 
ственно слъдуетъ: еели Б, 6, , ba,- -Om корни F =, 
то :уравн. Ех = 0 можетъ имъть Одипъ только корень 
меньший b, одинъ между b и Б,, одинъ между b, и bo, 
‚ит. д., наконецъ одинъ больший 6„. И такъ корни 
F'x == 0 служатъ предълами для корней Ех = 0. 


$ 10. 


Заключеніе, едълаппое въ началъ $ 9 относитель- 
но знаковъ Ех и Ех до перехода и поел перехода 
черезъ корень, совершенно общее и вполн$ справедливо 
для какой либо 7п-ой производной Fx и ея перво 
производной Ех. Прилагая это заключен! е къ урав- 


нен1ю 
Ёхз=@\ - 
п-0й степени, легко находимъ, что если въ ряду 
Ке к", Fagg ЕхуЕх,; Еж. . (24) 


при V= a;i Функц! еряду отъ праваго края обраща- 
ютея Въ нули (ур. Ех = 0 имфетъ 1 равн. кор), TO 
самый рядъ теряетъ 1 перем®нъ. 


Frapo Fitta , Fix , Fita, РЕЗ, Ех; Ёх, Ех 


=a ð . ай-й + F + + гч + 
= а a 0 0 LE ^—0 
х=й Ея, AE + ЗВ 


Кели i= Í, то терлется одна перем%на. 

Совершенно подобнымъ образомъ можпо показать, 
что ‘при обращения въ’ нуль одной или иъеколькихъ 
среднихъ Функц ряда (4) не теряется совершенно 
перемъвъ, или теряется ихъ четное число. 

Соединяя ‘два’ послъдніе вывода, видимъ, что чис- 
ло дъйетвительныхъ корней уравненія Ех = 0 между 
количествами Ги g никогда не можетъ превосходить 
разности суммъ перем®нъ знаковъ рядовъ: 


Е"), Е), .... Е), ЕФ), 
Е"(9) ‚ Ед), ...- Е(ф EO) o 


или. иначе; еъ возрастапіемъ V въ ряду (4) число пе- 
ремънъ возрастать не можетъ. ‚ 

Это посл®днее заключене можетъ быть ворочемъ 
доказано совершенно пезавиеимо. 

Пусть соотвфтетвенно 9, 41, 42»: +... л 0ЗНа- 
чаютъ число корней между предфлами хо и Ж дая 
каждой Функцін ряда (4); uo теоремъ Ролая:; 


k Ча Ра» qi = 9 + ро, 9 & 9; + ®з›+, fai £ Jat Ps 
Складывая написанныя уравненїя и неравенства 
9+ + 4.49544. Ч4*—а--9--Нра-НРа- . ЕР. 
нн ф'< 4+ р | 
Е"х количество постоянное; число корней ея 4, = 0, 


q = ра + -- + ЧР». 
Подобно тому, какъ въ $5 вычиеленя экецессовъ, MO- 
жемъ показать, что сумма 
ра ра. ТР: 


равна числу перемънъ знаковъ Г, ряда: 


Е"'хо , Е"), +. -: Ехо, Ехо, Ехо (а) 
безъ числа перемънъ Их ряда 
ЕХ, БХ, ЕХ, ЕХ, ЕХ, (5) 


т. е., д < РГ’ Гу, 
число дъйетвительныхъ корней Ех между предвлама 
хо и Ж равно или менфе числа перемфиъ знаковъ pA- 
да (а) безъ числа перемънъ ряда (b). 

> Подетавляемъ въ рядъ (4) raris либо очень боль- 
mia числа — а и +a. Orb первой подетановки въ pA- 
ду получаются Ogni перемфны, а отъ второй одн? пов- 
торенія знаковъ. При этомъ когда въ ряду (4) x пе- 
рейдетъ отъ —а до Һа, рядъ терлетъ п перемфнъ, YH- 
сло равное числу корней 

Ех = 0: 
Принимая это поелёднее обетоятельство во BHH- 


manje вмъстБ со вебмъ прежде сказапнымъ, становит- 
ся яепымъ, что когда рядъ (4) терястъ разомъ чётное 
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число перемънъ при уничтоженіи или обращеніи въ ну- 
ли среднихъ Фупкцій , то число потерянныхъ такимъ 
образомъ перемфиъ указываетъ на приеутетвіе равнаго 
числа мнимыхъ корней въ уравнени 


Ех = 0. 


Мы представили здфеь начала, составляющая главную 
сущность теоремы Фурье; изъ нихъ легко уже развива- 
ются всё остальныя ся подробности, 3 
Мимоходомъ замътимъ слъдетвіе, выходящее изъ 
этой теоремы. Подставляя въ рлдъ (.4) числа Ё и l, 
если первое давтъ однъ перемъны, а второе однЪ пов- 
торешя знаковъ, значитъ между ними заключаются 
ве корни уравнешя Ех = 0 и 4 будетъ нисшій а l 


высший предълъ. Это извфстная характеристика пре- 
дъловъ, найденная, впервые Ньютоном5. 1 

Легко можно бы было показать, что и Декарто- 
во правило знаковь, какъ прямое саъдствіе теоремы 
Фурье или Ролля, тоже вытекаетъ изъ принципа BRC- 
цессовъ. 

Вообще этимъ путемъ получаются замфчательн®й- 
шія теоремы выд®ленїя корней, исключая конечно Aa- 
гранжевой, которой основная истина: „Функція Их 
веегда м®няетъ знакъ, переходя черезъ дъйствительный 
корень”, положена у насъ въ основаше самаго начала 
экецессовъ. Выводить её изъ этаго начала, значитъ 
давать круговое доказательство. 


П. Ромер. 


Démonstration d'un théorème du calcul differentiel. 


Оп sait que, sans avoir le @буе1орретеп& @?ипё fonc- 
tion quelconque en serie par la base du calcúl diffé- 
rentiel; la recherche des dérivées des“ fonctions ехропеп- 
tielles ou logarithmiques: se ramène à la considération de 
la limite de Pexpression (1 --@)= dans laquelle æ est une 
quantité infiniment pétité. Nous dénotons la limite de 
cette expression par la. lettre e, pour abréger le discours. 

` Il est juste d'admettre Pinsuffisanee de la démon- 
stration quise fond sur la formule du binôme de Newton 
et qui se sert pour prouver que la quantité e est égale à 


la seric 1-4-1 -4+ + +....., доапі $ est un- nombre 
entier positif croissant indefiniment; cette démonstration 
suppose en effet que pour 1. = © le produit ‚ 

(1—е@) (1—2а) ..[1—(п—1) a) зетедий а Punité, се 991 езї 
vrai quand n est un nombre déterminé independant dež, mais 


пе lest plus quand on a par exemple n = 2 ө п 2 —1 


cte. Ог, pour savoir la quantité е, il m'est necessaire qu’à 
décider sila quantité e est une valeur. définie? La réso- 
lution de cette question compose la théorème. que је veux 
démontrer. 

А laide de cette théorème, nous pouvons actuel- 
lement savoir la quantité е. Si nous prouvons la théo- 
rème proposée, il est évident que, пе développent раз еп 
serie la fonction е“, nous déduirons la dérivée de cette 
fonction et nous reçevrons que la dérivée de e? est égale 
à е“. log e. Soit e la base d'un système logarithmique 
quelconque , c’est alors que la dérivée de e7 sera égale 
à e7 et la théorème de Maclaurin nous fera connaitre 


que la quantité е est égale а la`serie TH-T- h +... 


Ainsi nous allons prouver Ја théoreme proposée. 

Soit la fonction exponentielle у =a" dans laquelle 
х est une variable et-a est une valeur constante, On 
salt que la- fonction y est continue et que, si x varie 
dans le même sens dans tout PTintervalle compris entre | 
х= < et л 2, у varic constamment dans un | 


А ` . O | 
тете sens , Cest -à - Че tonjours en augmentant 00 
tonjours en diminuant: | 


D’après celá; 11 езе ГасИе де démontrer nôtre thé- 
өгёте. 

Soient b её с deux'valeurs de x déterminées: des 
quelles Б> с, а? etia seront les valers сотггезропдатез 
Че у aussi déterminées; par consequent le nombre frac- 
tionnaire algebrique я sera ишпе valeur définie que 
nous dénotons par la lettre 4 pour abréger le discours. 

Partageons l'intervalle b— с еп n parties égales, que 
nous designérons-par h, оп aura 


b — c=nh а á= d (а"%—1) 


et par conséquent 

nh 

24 = "(аслу (а 1) + 
mais l 
gias (а”®—— a=) ij + (а(#—1) h L a's~?) Kj Haue 
+ (a™— a") + (а^— 1) 
ou 70 1 = (4^— 1) (29—00 -- а—®® +, .-Ь ай 1), 
Nous posons 
LE T L S а*-Ь1. 


„Le nombre de tous les membres de la somme s 
est égale à п, et а"—!) ^ est le plus grand, de ces 
membres; de Sorte que n. а'"—\) ^3, et à furtiori л. a”*>s 
ou n.a >s. D'après cela, en observant que les quan- 


ч ома ci iti 
tites 4 — 1 её а sont des valeurs positives её que 
a. а” =a’, nous aurons 


(1) . . (a —1) паь ба" — 1) . 


51 Pinégalitė (1) а Пец la valeur таш раг 4 
т 
sera plus que le nombre fractionnaire (05—41) пе - 


Еп divisant les deux membres дё се nombre fraction- 
naire en le même n, nous reçevrons 
h 


is а (а^ — 4) 


h 
at 
‚$ Гоп fait croitre п indéfiniment, № tendera. vers..zéro. 
Cela роѕё , nous admettons 

(3).. а =1-а, 

æ (аш une quantité infiniment pétite, aussi дие А. 
L'égalité (3) donne 
1 =а et h.l = log (1 уо кан} ка), 
сия: . log a = log (1 + а) ou h = Тем 


ой нне катан > 


En substituant ces valeurs дев а^ — 1° её h dans 
l'inégalité (2) её en observànt qie 105. а est une valeur 
positive;nóus ‘аигопз l'inégalité suivante 
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Ц 
(4).. В>.1од. (1 + a)* 
dans “laquelle B = Ма”. 105. а, et par сопзёанен B 
est une valeur дейпіе. Ainsi Pinégalité (4) “тоште quc 
1 


la logarithme de Ја limìite de l'expression (1 -+ а) & dans 
laquelle а est une quantité infiniment petite,9u Та logatithme 
de la quantité e est mòins qu'une valeur definie В; d’où 
nous devons conclure‘ ġue la quantité е est une valeur 


definic: 
G. Sabinine 
Precepteur du troisième Gyninase réal à Moscoù. 


20 Avril 1861. 


Библіографитескиї указатель. 


18. Fischer; бтйпйхҗїїде Чез amf шепвсһ11- 


che Sterblichkeit gegründeten Versicherungs- | 


уў евёпв; toAhth. Bestimmung ег Ster b- 
liehkeitsverhältmisse— Uppenheim, 1860. 

| Это. сочиненіє представляетъ нетолько практи- 
ческій, но и ученый интересъ, ибо оно содержитъ кри- 
тӣческій разборъ употребляемыхъ доселъ методъ для 
собтавленія таблицъ емертноети и вывода изъ оныхъ 
р®рояти®йшихъ результатовъ. Во 2-мъ өтд®л® авторъ 
объщаетъ изложить теоретическую и практическую CTO- 
рону учрежден! застрахованія. 

19. Apollonius von Perga, Sieben Bücher 
über Kegelscehnitte, nebst dem dureh Halley wie- 
der hergestellten achten Buche. Deutsch bearbeitet von 
H. Balsam. Berlin 1861. 

Первое, латинское издан!е этаго знаменитаго CO- 
чиненія древняго математика, жившаго за 200 лътъ до 
Р. X., появилось въ 1587 году, но содержало только 
четыре кпиги. До половины 17-го столътія другія KHH- 
ги не были извфетвы. ПолнЪйний арабскій many- 
скрипть содержащий. 7 книгъ, привезенный съ Востока 
Голїусомв и проданный Великому Герцогу Тосканско- 
му, былъ изданъ въ латинекомъ перевод въ 1661 г. 
Осьмая книга была возстановлена въ 1-й разъ Tan- 
деемъ и полное, приведенное въ систему изданіе ABH- 
лось въ 1710 году. Новое ифмецкое издане имфетЪ 
по изложению значительныя преимущества передъ предъ- 
идущимъ, которое притомъ сдфлалось уже весьма PHA- 
KHM. 


| - 20. Graham pc A> Ийпат Tidal Wawe in 
lake Michigan- 

Изъ многочиеленныхъ наблюденй, прбизвсден- 
ныхъ надъ высотою воды въ озер® Мичиганъ ‘обнару- 
жено авторомъ ,явленіе прилива и отлива, производи- 
Maro луною. Средняя разность высоты етолнія, воды 
достигаетъ 0,15 фута и найбольшая высота наступа- 
етъ спустя 30 мин, nocab прохождепія луны чрезъ MC- 
ридіанљ. 

_ 214. Уой В1обгарВ1ещ лиг. Ки] нцгбс- 
schichte der Schweiz. 3 Cyclus. Тамев 1861. 

Этотъ отдълъ весьма интереснаго изданія содер- 
житъ 20 б1ограый (выполниющихъ періодъ отъ 1493 
д0 1850 года), между коими мы упомянемъ только Да- 
ninna Бернулли (съ пбртретомъ) и Іоанна Г“ейнриха Jam- 
берта. у А 
22. Delboeuf .Ј. Prolégomènes philoso- 
phiques de la géometrie et solution des 
postulats.. Liège. 1860. 

Сочинитель им®лъ въ виду двойную цфль, онъ X0- 
т®лъ доказать съ одной стороны философическое срод- 
ство математики съ другими науками, а съ другой, 
найти совершенно очевидное и строгое основаніе для 
геометрїи. Если эта цфль и не могла быть вполи® 
достигнута; то неменъе того это сочиненіе предета- 
вллетъ весьма много интереснаго, и преимущественно 
въ критическомъ отношеніи, какъ напр. математическое 
изелъдованіе различныхъ доказательствъ теоремы, опре- 
А®ляющей суммы угловъ въ треугольник%. 


——— 


HI. 


Опыты надз проожденгел гальванигескаго тока ©[рез% порошкообразные 
проводник (сообщено К. Чеховичем»). 


Beyo (1) показалъ, что нагрфтые желфзные опил- 
ки, губчатая платина и ифеколько родовъ угля, Въ 
порошкв проводятъ гальваничеевти токъ лучше, иеже- 
ли при обыкновенной температур%. Онъ обясняетъ это 
явленіе такимъ образомъ: въ порошкообразномъ вид 
TIO состоитъ изъ частицъ, неплотно пристающихъ 


(1) Pogg. Ann. В. CXI. s. 169. 


| ДРругГЪ къ другу, поэтому гальваническ1й токъ ветрћ- 
чаетъ въ раздъляющихъ оныя промежуткахъ, большое 
сопротивленіе; при нагръваніи же частицы раеширятот- 
ея, приходятъь въ тфенфйшее прикоеновеніе и проводи- 
мость: етановитея. значительнЪе.— Желая познакомитьея 
| Cb явленіемъ и удостовъриться въ справедливости Ta- 
| кого взгляда, я произвелъ рядъ опытовъ, которые виол - 
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нъ подтвердили выеказанное выше мнфне, а кромъ 
того дали возможность едфлать нъкоторыя замфчавя, 
оправдываемыя:болъе значительнымъ чиеломъ испытан- 
ныхъ мною ‘вощеетвъ, нежели въ опытахъ Беца. 

Я употреблялъ ‘цъпь ‚составленную: изъ одного 
элемента 'Томеена (2), мультипликатора Швейгера, Фар- 
Форовой чашки, куда насыпалиеь порошкообразныя т$- 
ла, и которая нагръвалаеь помощію лампы Берцелліу- 
са, и особеннаго ‘коммутатора, посредетвомъ котораго 
можно было по произволу исключить элементъ цъпи и 
составить ее только’ изъ гальванометра и нагр?ваема- 
го порошкообразнаго тъла. . Коммутаторъ былъ нуженъ 
для того, чтобы удостовфритьея н®тъ ли постороння- 
го тока, получатощаго CROC пачало: въ самомъ поролико- 
образномъ, нагрётомъ TBAB, и дъйствующаго въ оди- 
накомъ или противуположномъ направлевніи съ главнымъ 
токомъ; такъ какъ во многихъ случаяхъ отклопеніе до- 
вольно слабо, то опо могло бы быть приписано и NO- 
стороннимъ причивамъ. Электродами въ порошкообраз- 
номъ TIB служили платиновыя проволоки. 

Изъ опытовъ оказалось: а) BCB металлы, приве- 
денныя въ порошкообразное еостоян1е; становятся худ- 
шими проводниками; нежели въ плотномъ ‹видћ; и чёмъ 
порошокъ мельче, тъмъ проводимость хуже. b) Прово- 
димость порошкообразнаго проводника вообще. увеличи- 
вается съ возвышеніемъ температуры, еоглаено съ те- 
ор1їею Беца. Въ т®хъ же: елучаяхъ‚ когда новидимо- 
му проводимость металлйчеекаго порошка- Ch увеличе- 
темъ температуры уменьшаетея, веяк1й разъ оказыва- 
етея, что'металлъ переходитъ въ ‘окись, которал: прина- 
длежитъ къ непроводникамъ. Напримъръ; крупныя onun 
ки краеной мёди при обыкновенной температуръ легко 
проводятъ токъ, такъ что етр$флка, гальванометра даетъ 
большое отклоненіе; и: достаточно елабаго пагрћванія, 
чтобы замЪтить еще увеличсніе онаго; напротивъ того 
мелкія опилки сначала проводятъ токъ столь слабо, 
что отклонен1е едва замьтно. При увеличени Temne- 
ратуры сначала отклонене не возраетаетъ; но умень- 
шаетел, — потому что, мфдь нревращаетея въ очень 
нЪжный черный порошокъ (Си 0). Напротивъ того, цин- 
ковыя опилки, тоже въ крупномъ видЪ, даюпия безъ 
нагрёванія большое отклоненте стрелки гальванометра, 
когда отв мелки проводятъ дурно, а OTD ‘увеличеня 
температуры становятся лучшими проводниками; послв 
опыта порош-къ оказывается такимъ, какимъ онъ был» 
до опыта. Порошокь металла, окиеляющагоея отъ при- 
косновен1я съ воздухомъ при обыкновенной температу- 
př, но при высшей температур? 0°вобождающагосл отъ 
окиси, требуеть сначала довольно звачительнаго Hå- 
гр®ванін, чтобы потомъ провести ТОКЪ и дать откло- 
нен1е стрблки.. Къ этому роду принадлежать, желз- 
МЫЯ опилки; однако мнЪ не удалось получить въ нихъ 
потомъ хорошихъ проводников Навсегда, какъ_ это 


б 


(2) ем, Въстникъ Мат. наукъ’ №. 4: 


утверждаетъ Бецъ: когда лампа была отнята; ётрЬлка 
быстро приблизилась‘ къ 09.—4) Металлы, принадлежа- 
щіе къ лучшимъ проводникамъ, въ порошкообразномъ 
состолн1и проводятъ тоже лучше; поэтому серебрянныя 
ОПИЛКИ, хотя достаточно мелкія, дали безъ нагрђванія 
отклонеше, доходящее до 90°.—Каменпый уголь, полу- 
чаемый изъ ретортъ посл перегонки на заводахъ ra- 
зоваго освъщеная, въ порошкообразномъ состоянии под- 
лежитъ тому же самому закону; только проводимость 
его увеличивается медленно еъ возвышеніемъ темис- 
ратуры, и посл отнятія лампы ,етрълка гальванометра 
быстро приближается къ 0. Даже, древесный уголь 
ири высокой температурв проводитъ токъ; отклонеше 
стрвлки впрочемъ въ моемъ опытъ было невелико, 59, 
а ‘уголь былъ накаленъ до красна. : 

Изъ высшихъ степеней окислепія металловъ бы- 
ли испробовавы мною только немногіл: и тъ. оказа- 
лиеь чрезвычайно упорными и дурными проводниками; 
такъ наприм®ръ перекись марганца, сурикъ при. очень 
сильномъ нагрфвани сначала освобождали кислородъ 
а потомъ дали небольшое отклонен!е . на гальваноме- 
тръ. Нечиетаа перекись марганца, пріобрътенная мною 
въ одномъ изъ матеральныхъ магазиновъ; при. нагр- 
Banin еначала издавала густые  бфлые: цары, завлючаю- 
щіе въ себ въ особенности сърнистые, мьшпьяковистые 
и въроятно еще другія ; причемъ .отклонензе. стрфлки 
шло медленно; потомъ ‘ускорилось и дошло до 450, 
и послв отнят!я лампы етр®лка спокойно возвратилась 
въ первоначальное положеше; при этомъ, оказалось что 
вел порошкообразная Macea слилась въ одну, твердую. 

Киноварь во время нагр®%ван1я еначала отдфляла 
сърные пары, но потомъ едфлалаеь довольно хорошимъ 
проводникомъ ‚ стрълка- показала. большое. отклонен1е; 
при этомъ оказалась и значительная поляризація :элект- 
родовъ ‚но векорь. отклоненйе, перестало увеличивать- 
ся, Причина. тому. очевидна: извфетно. что. отъ нагр®- 
BAMA киноварь разлагается на .составныя части — съ- 
ру иртуть; хорошая проводимость поэтому, произошла 
отъ присутетвїл малъйшихъ шариковъ ‚ртути, KOTO- 
рые . однакожъ при возвышенной температур» сами 
испарились, отчего и отклонеше стрёлки перестало уве- 
личиватьея,, { ( : 

Наконоцъ..л.долженъ упомянуть зд®сь одно, HENO- 
HATHOC для меня обстоятельетво, а именно, при нагръ- 
ваши мелкихь м®дныхъ опилокъ,я получилъ самое боль- 
шос отклонеше. тогда, когда мъдъ.иревратилась въ окись 
whau (Си О); посл охлаждения я повторилъ олытъ, уже 
съ порошком окиси и онъ.оказалея дурвымъ провод- 
НИКОМЪ даже при высокой температурь, при. ҷемъ, OT- 
клонен1е было. только. въ нЪеколько: градуеовъ; въролт- 
но въ первомъ “луча®Ъ не. BOE опилки превратились, въ 
окись, оставицеся въ металлическомъ состоянти прово- 
ДИЛИ токъ; между тъмъ, какъ вторичное  нагръваніе 
превратило и остальныя: частицы въ окись, 


а 


Извлеченіл изе періодичеекихё usðaniü. 

1. Дополнительная теорема Сильвестра относитель- 
но Бернулмевыхь чиселъ (ем. № 8). Comptes rendus 
т. ГИ № 7. 

Если р число первое, (за исключенемь 2 и 3) 
п ип Такія цвлыя числа, что ИХЪ двойныя 5) и QN 


не содержать множителями -HH p ни р —1 И суть равно- 

остаточны WO модулю (р—1) p”, (TABY БОКОе либо babe 

положительное число или нуль); TO Берннуллїевы чи- 

слы В, иВ„' будутъ евязаны между собою ерарцепіемъ 
А 


ad ‚ В» i+ 
SE т (мод. р") 


n 


Напр. Ежели п =7, п =17, то такъ какъ п 
и 22 сравнимы и по модулю 11—1 ино модулю (5—1) 5, 
будетъ: 


B, _ Ba _ 2577687858367 


105 == 0 (мод. 11 х 25) 


что легко повфрить. 1 
При этомъ Г. Сильвестръ дъћаетъ замъчаніе относи- 
тї — 1 


тельно данной имъ прежде Формулы для вычета 


‘по модулю р, въ случав г = 2. Эта Формула можетъ 
быть замнена елБдующею: 
1 1 1 
21. 1 Ei Ta э 
p Risi Pir 
которая похожа на Формулу относящуюся къ случаю 
r простого нечетнаго, и которая не требуетъ различія 
Формъ 4k- 4 и 48 == 1 для простого модуля р. 
А. Ж. 


‚ (мод. р). 


2. Краткія извњстіл. 

— Въ Т-мъ № ›Вљетника«, въ извлечении изъ пись- 
ма Пр. Зейделя содержалось’ изв®етїе 0 новой труб 
съ объективомъ Гауеа, устроенной ИЙпейнгелем5. Въ 
заездани королевекаго Гёттингенскаго Общества Наукъ 
9-го’ Марта (Nachrichten von der б. А. Universität und 
ader Königl; Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
№ 7.) была предетавлена такая труба Профессоромь 
Веберомъ вм%ъстъ съ изложенемъ результатовъ изсл®- 
дованїя оной Г-мъ астрономъ Клинкерфусъ и замћча- 
wisma сдБланными Пр. Листингъ. 'Груба Штейнг еля, 
замлотцая BE отверстти 80""® си Фокусной длины 
1200", была сравниваема еъ трубою Мерца, имфющею 
11077 въ отверстш и 1920" ъокусной длины, при pas- 
личныхъ увеличеніяхъ и оказалась нисколько’ неуступа- 
inei послёдней въ отношеніи точности изображенія 
и боле совершенною въ отношеніи ахроматизма. При 
'втомъ, главныя ея достоинства заключаются еще съ 
одной стороны въ сравнительно меньшей длинъ, что 
въ особенности было желательно при инструментахъ зна- 
чительной оптической силы, а еъ другой стороны, въ 
новой метод оправы объектива, позволяющей незави- 
вимыя, небольшія передвиженія составных частей ona- 
го, что даетъ возможность каждому наблюдателю по 
опыту' достигйуть ‘найвыгоднфйнаго дъйетвія 0бъ- 
єктива. Г. Штейнг‘ель самъ указываетъ еще возможное 
улучшен1е въ конструкцій такихъ объективовъ и выска- 
зываетъ вполив ‘основательную теперь надежду, полу- 
чить этимъ путемъ Ayie рефракторы большихъ разм$- 
ровъ, нежели Kakie были возможны съ объективомъ 
Фраузнг охера. Дъйетвительный прогрессъ, сдъланный 
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Штейш*елемъ въ этой чаети оптики, кажется, тъмъ Me- 
нфе можеть подлежать сомнънію , что Гёттингенеке 
ученые уже предлагаютъ заказать большой рехракторъ 
новаго устройства для тамошней Обеерваторіи. 

— Буизенъ при своихъ Фотохимическихъ изелъдова- 
ніяхъ употреблялъь свфтъ, происходящій отъ горънія 
проволоки изъ металла магніл. Этотъ евЪтъ имфлъ 
сильное напряженіе, несмотря на небольшой объемъ 
пламени, которое равнялось по величипъ ружейной ny- 
Ab, и происходило отъ сгаранія проволоки толщиною въ 
0,297 mil; свътъ этаго пламени поетояненъ и равенъ 
свъту отъ 75 стеариновыхъ евъчъ (5 на Фунтъ). Жаль 
что такая проволока пока елишкомъ дорога — (20 Ta- 
леровъ за лотъ); въ противномъ случаъ имъла бы огром- 
ную практическую важность (Archiv der Pharmacie); 

— Флоримондг предлагаетъ чугунные магниты и ga- 
етъ ел®дующес правило для полученія ихъ: выбрать 
чугунъ не елишкомъ крупнозерниетый и не елишкомъ 
мелкозернистый, и едфлать кусокъ, котораго длина была 
бы въ 1+ раза болъе толщины; нагр®ть до высокой TEM- 
пературы, потомъ на средин% разстоянія между обоими 
полюсами, посыпать ціанистымъ потассемъ, наконецъ 
бросить въ обширный сосудъ съ водою, которую под- 
держивать въ движеніи. Намагничиван1е производить по- 
ередстомъ электромагнита (Arch. d. Pharmacie: Маг» 1861), 

— Еще новая планета, 68-я, открытая на обсерва- 
торш Брера въ Милан Г-мъ Сюапарелли, Апръля 29. 

— Паденіе аэролита 14-го Февраля въ 6$ часовъ Be- 
чера во Франці въ Tosane-Saint Apre. Размъры yoa- 
вшаго: камня 4, ? и 1 сентиметръ; въсъ: всего 7 грам- 
мовъ. —По замъчанію Aparo (Astr. popul.): въ Февралъ 
мъеяцъ всего рёже было наблюдаемо паденіе аэролитовъ, 
а именно доетовёрно.  извъстныхъ елучаевъ „всего 10, 
тогда какъ на Тюль мфеяцъ ихъ приходится 23. 


Замљченныя опечатки: 
№ 8. Въ Задачъ 2-ой, въ скобкахъ передъ e= пропу- 
_  лщенъ знакъ — + 
№. 10. стр. 81. 5и 6-я строки снизу notab 2-го знака = 
должно быть — 2 sin [:.. и +2 eos [..; 
Стр. 84 вә львомё столбць въ 12-й строкъ снизу 
напегатано должно быть 
P Fkn == kalm =0, p + Кл — kalm = 0 
в5 правомь столбць въ 8 строк 


gt kyn 2—2Кул 


ат е бано | 

въ 10 й етрокъ въ значеніи X. знаманатель долженъ 

быть 1 + 4/2л°; и въ 15 строкъ въ показатель у е 
nanet. (14 4Кл?) долж. быть (1.4. АКЁл®) - 


Прим. отв Редакціи. \ Накопленіе статей по отдълу І столь значительно, что, при тђеномъ объемъ nganja’ 
невозможно сохранить и въ другихъ отдЪ®лахъ желаемую полноту. 
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